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Abstract

En este taller vamos a introducir la aritmética modular o del reloj, en la que los nimeros “dan la
vuelta” tras alcanzar cierto valor llamado médulo. Veremos qué son las congruencias, algunas de sus
propiedades y su uso en criterios de divisibilidad. También mostraremos su aplicacién en el célculo
de digitos de control en cédigos que aparecen en la vida cotidiana (DNI, ISBN,...). Por otro lado,
encontraremos divisores de ciertas expresiones. Para ello explicaremos el principio de induccién, ya
que no siempre las congruencias nos dan una resolucién satisfactoria.

1 Congruencias

Dos ntimeros a y b se dice que son congruentes médulo m si su diferencia es un multiplo de m.
Se escribe
a=b (mod m)

En tal caso, suponiendo a > b, se tiene

a—b=mnxr para algin nimero natural r
Por tanto,

a=b+nxr para algin nimero natural r

Algunos ejemplos de niimeros congruencias son las siguientes:

17 =5 (mod 12)
36 =1 (mod 7)
300 = 60 (mod 240)

Cuestién 1: ;Es cierto que 87 = 30 (mod 3)7

Cuestién 2: ;Cuando son dos nimeros congruentes médulo 27




1.1 Algunas propiedades

Sia =r (mod m), b =s(mod m) y ¢ cualquier entero, entonces

1. a+c=r+c(mod m)

2. a+b=r+ s(mod m)

3. a-c=r-c(modm)

4. a-b=r-s(mod m)

5. a° =7r°(mod m), ¢>0

2 Aplicaciones

Vamos a ver a continuacién algunas aplicaciones de las congruencias para el cdlculo de digitos de
control en c6digos que aparecen en la vida cotidiana. Comenzaremos mostrando cémo se calcula la
letra que aparece en el DNI.

2.1 DNI

El DNI (o Documento Nacional de Identidad) es una tarjeta plastificada o de policarbonato donde
se detalla el nombre y apellidos del titular, fecha de nacimiento, direccién, progenitores, sexo, di-
reccién de residencia, localidad y provincia de nacimiento, y contiene una fotografia y un nimero de
identificacién formado por 8 cifras més una letra de control.
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La letra de control se calcula dividiendo el nimero formado por las 8 cifras entre 23 y sustituyendo
el resto obtenido por la letra correspondiente de la siguiente tabla:

Resto | 0O | 1 | 2 | 3| 4 6
Letra | T| R| W |A|G|M|Y

at

8|19 |10 11
P|D| X | B

|~

Resto | 12 | 13 | 14 | 15 | 16 | 17 | 18 | 19 | 20 | 21 | 22
Letra | N | J Z S| Q| V| H|L|C|K]|E

Por ejemplo, si el nimero del DNI es 12345678, al dividirlo entre 23 obtenemos de resto 14; por
tanto, la letra de control es la Z: 12345678Z.

2.2 ISBN

El ISBN es el nimero que se utiliza universalmente para la catalogacién de publicaciones impresas.
Un ntmero ISBN contiene distinta informacién identificadora de la editorial que publica y del titulo
en cuestion.

Los trece digitos que lo componen estan divididos en cinco partes y cada uno da una informacién
especifica sobre la publicacién:

e El prefijo «978>, que permite igualar el sistema del ISBN con el sistema de cédigos de barras
UPC, nos indica que lo que tenemos en nuestras manos es un libro.

e El identificador de grupo o pafs, que identifica a un grupo nacional o geogréfico de editores (a
ISBN Espaiia le corresponde el 84).

e FEl identificador de editor, que identifica a un editor particular entre otros.
e El identificador de titulo, que identifica un titulo particular o la edicién de un titulo.

e El digito de control, que es el iltimo y sirve para validar el ISBN.
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El digito de control se afiade a los otros 12 de forma que la expresion:
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Ll ] DIGITO DE CONTROL

’ (suma de las cifras de lugares impares) + 3 x (suma de las cifras de lugares pares) ‘

sea siempre multiplo de 10. Las cifras las numeramos de izquierda a derecha.

Formalmente, sea dids...di2 la representacién de los 12 primeros digitos de un cédigo ISBN.
Entonces, si calculamos n como el digito entre 0 y 9 tal que

\(d1+d3+...+du)+3x(d2+d4+...+d12);n(mod 10)\

el digito de control es dig = 10 — n (excepto si n = 0; en ese caso, dig = 0).

Ejercicio: Calcula el digito de control del siguiente c6digo ISBN:
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2.3 Cédigo cuenta corriente (CCC)

4

El cédigo cuenta corriente (CCC) es un nimero de 20 cifras y representa una cuenta bancaria.

Los 20 digitos que lo componen estan divididos en cuatro partes y cada una da una informacién
especifica sobre la cuenta:

e Los cuatro primeros digitos, comenzando por la izquierda, identifican a la entidad bancaria a la
que esta asociada la cuenta.

e Los cuatro siguientes identifican a la sucursal.

e Los dos siguientes digitos son los digitos de control. El primero es el digito de control de
entidad/sucursal. El segundo es el digito de control del niimero de la cuenta corriente.

e Las diez ultimos corresponden al nimero de la cuenta corriente.
Ejemplo:

CODIGO PAIS

B =

ES 70 1234 1234 010123456789
DIGITO DE DIGITO DE
CONTROL ENTIDAD OFICINA CONTROL N° DE CUENTA

Los dos digitos de control se calculan de forma independiente. Para ver cémo se calcula cada uno
de ellos, primero escribimos los 20 digitos de un CCC (sin tener en cuenta el IBAN) de la siguiente
manera:

A1A2A3A4 — BlBQB3B4 — 0102 — D1D2D3D4D5D6D7D8D9D10 ‘

Para el cédlculo de C4, utilizamos los ocho primeros digitos y los correspondientes pesos de la
siguiente tabla:

Posiciéon | A1 | Ax | As | Ay | B1 | Bo | Bs | By
Pesos 4 8 5 10 9 7 3 6

Calculamos ahora el siguiente valor ponderado:

4 4
TL:ZAl Xpi-i-ZBj X Dj
i=1 j=1

Entonces, si llamamos m al digito entre 0 y 10 tal que n = m (mod 11), podemos calcular Cy

como:

excepto si m = 0, que se toma C; = 0, o si m = 1, que tomamos C; = 1.

El célculo de C> se hace de forma andloga. Utilizamos en este caso los diez tltimos digitos y los
pesos de la siguiente tabla:

Posicién | Dy | Do | Ds | Dy | Ds | D¢ | D7 | Ds | Dy | D1o
Pesos 1 2 4 8 5 10 9 7 3 6

Y calculamos el siguiente valor ponderado:



10
n = ZDl X Di
i=1
Entonces, de nuevo llamando m al digito entre 0 y 10 tal que n = m (mod 11), podemos calcular
Cy como:
excepto si m = 0, que se toma C; =0, o si m = 1, que tomamos C; = 1.

Ejercicio: Calcula los digitos de control del siguiente cédigo CCC:

CODIGOD IBAN

ES 13 2090 oooo [] 0350000083

Para saber maés: ;Cémo se calcula el IBAN?

Para calcular el IBAN, tenemos que poner 4 caracteres nuevos delante de nuestro CCC, 2 letras y
2 nimeros: En el caso de Espana, estos caracteres seran ES y 2 cifras que, de nuevo, son dos digitos
de control.

Calculamos estos nuevos digitos de control, a partir del CCC obtenido anteriormente, mediante
el siguiente procedimiento:

e Escribimos ES00 seguido de los 20 digitos de la CCC. Esto nos da una secuencia de 24 caracteres.

e Ahora desplazamos los 4 primeros caracteres, ESO0, al final, detras de los de la CCC, y sustitu-
imos las letras por nimeros: la E por 14 y la S por 28.

e Calculamos el resto del nimero obtenido médulo 97, y lo llamamos R.

e Calculamos 98-R. Y ese es el digito de control del IBAN. En caso de que sélo tenga una cifra,
le ponemos un 0 delante.

2.4 (Cddigo de barras

Un cédigo de barras es un cédigo basado en la representacién de un conjunto de lineas paralelas de
distinto grosor y espaciado que en su conjunto representan pequenas cadenas de caracteres. Permite
reconocer rapidamente un articulo de forma tunica y global.

Los trece digitos que lo componen estan divididos en cuatro partes y cada uno da una informacién
especifica sobre el articulo:

e Los dos primeros digitos/caracteres corresponden al pais. En el caso de Espana, el cédigo
numérico asociado es el 84.

e Los cinco caracteres siguientes identifican la empresa fabricante del articulo.

e Los cinco siguientes caracteres identifican cada uno de los productos que la empresa produce.
La empresa puede poner su propia numeracién de productos.

e Kl dltimo digito es el digito de control, que elimina cualquier posibilidad de error en la lectura.

Ejemplos:

cédllgo Emplresa Pmdulclo digl;[to
8"436009"801072

Espafia control

El digito de control se afiade a los otros 12 de forma que la expresién:



’ (suma de las cifras de lugares impares) + 3 x (suma de las cifras de lugares pares) ‘

sea siempre miltiplo de 10. Las cifras las numeramos de izquierda a derecha.

Formalmente, sea dids ... di2 la representacién de los 12 primeros digitos de un cédigo de barras.
Entonces, si calculamos n como el digito entre 0 y 9 tal que

[(di+ds+...+du)+3x (da+ds+...+diz) =n (mod 10)]

el digito de control es dig = 10 — n (excepto si n = 0; en ese caso, dig = 0).

Ejercicio: Calcula el digito de control del siguiente cédigo de barras:

8412345767890
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